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Аннотация. Настоящая работа посвящена теории фрактальных и 

предфрактальных графов и многокритериальной  оптимизации. В данной ра-

боте описываются алгоритмы с оценками построения покрытия циклами на 

предфрактальном графе. 
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В период глобализации экономики многие задачи со структурным хао-

сом удобно моделировать на фрактальных и предфрактальных графах [1,2]. 

Так, многие задачи экономического и технического характера большой раз-

мерности сводятся к известной задаче Эйлера на фрактальных и предфрак-

тальных графах. В данной работе предлагаются полиномиальные алгоритмы 

в многокритериальной постановке с оценками решения задачи Эйлера на 

взвешенном предфрактальном графе . 

Пусть дан предфрактальный [1,2] (n,L)-граф GL=(VL,EL), порожденный 

затравкой [3] H=(W,Q), W =n, Q =q и каждое ребро  esr LΕ∈  взвешено двумя 

числами  произвольно из интервала: , [ kbijaij
rr , )(esaij r

r ∈)(esbij r

r r-1a, kr-1b], где 

 – номер ребра r-го ранга, где k1,...,2,1 −= r
r qnS ≤1 – коэффициент подобия. 

Покрытием x (n,L)- графа GL=(VL,EL) будем называть такое разбиение 

ребер, что подграф  m=1..M  (M-число подграфов) содержит эй-

леров цикл, причем каждое ребро принадлежит только одному из подграфов 

S

),,( EVS mmm =

m, m=1..M, т.е. S∩ m=∅ по ребрам, а объединение дает исходный предфрак-

тальный (n,L)-граф, т.е. S∪ i=GL=(VL,EL). Число K назовем типом компонен-

ты Sm, если подграф Sm=( ) содержит Kmm EV , t разных l–типов ребер l=1..L в 

Sm.  Множество всех покрытий x назовем множеством допустимых реше-

ний и обозначим через X. 

На множестве допустимых решений  X=X(GL)={x} определим вектор-

ную целевую функцию (ВЦФ): F(x) = (F1(x),F2(x),F3(x),F4(x), F5(x), Xx∈ ); 

F1(x)= min→x , где x  – число компонент покрытия x; F2(x) = где 

T=1..L, а K

∑ →
=

T

t
tK

1
min,

t – число ребер разного ранга компоненты Sm; F3(x) = 

= min,
)(
→∑

∈Ee x

esaij

msr

r

r

где F3(x) – удельный вес по весам  допустимого по-ar
ij
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крытия; F4(x) = ∑
∈Xx

min,
)(
→∑

∈Ee x

ssbij

msr

r

r

 где F4(x) – удельный вес по весам   

допустимого покрытия  x ; F

bij
r

5(x) = . mindegmaxmin →
∈∈

v
Vvs i

x
mim

1. Алгоритм 1α  построения покрытия L-ранговыми циклами 

Рассмотрим взвешенный предфрактальный граф , порож-

денный затравкой 

),( LLL EVG =

),( QWH = , у которой nW = , qQ = . 

В начале работы алгоритма 1α  будем предполагать, что на затравке 

),( QWH =  существует эйлеров цикл. 

Алгоритм 1α  основан на алгоритме выделения эйлерова цикла, пред-

ложенного Флёри. На вход алгоритма Флёри подается произвольный взве-

шенный граф, а на выходе получается эйлеров цикл. Далее алгоритм Флёри 

будет использоваться как процедура. 

 

Алгоритм 1α  

Опишем принцип работы алгоритма 1α .  

Каждая подграф-затравка , )(L
sz 1,1 −= Lns  рассматривается как отдельно 

взятый граф. Последовательно на каждой подграф-затравке  выделяются 

эйлеровы циклы . Поиск эйлерова цикла на отдельно взятой подграф-

затравке осуществляется с помощью алгоритма Флёри, который использует-

ся в алгоритме 

)(L
sz

sC

1α  в качестве процедуры. Результатом работы алгоритма яв-

ляется покрытие L-ранговыми циклами предфрактального графа .  LG
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АЛГОРИТМ 1α  

ВХОД: взвешенный предфрактальный граф ),( LLL EVG = . 

ВЫХОД: . ),( CL EVC =

ШАГ 1. Последовательно для каждой затравки , )(L
sz 1,1 −= Lns  найти 

эйлеров цикл , используя процедуру Флёри.  sC

ШАГ 2. На выходе шага 1 получаем 1−Ln  эйлеровых циклов , для ка-

ждой затравки . Объединяя эйлеровы циклы , получим покрытие L-

ранговыми циклами предфрактального графа  . 

sC

)(L
sz sC

LG

ПРОЦЕДУРА ФЛЁРИ. 

ВХОД: взвешенный граф ),( EVG = . 

ВЫХОД: эйлеров цикл ),( СEVС = .◄ 

ТЕОРЕМА 1. Алгоритм 1α  строит покрытие L-ранговыми циклами на 

предфрактальном -графе ),( Ln ),( LLL EVG = , порожденном затравкой 

),( QWH = , nW = , qQ = . 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО.  

Алгоритм 1α  выделяет последовательно на каждой подграф-затравке L-

го ранга  эйлеров цикл, используя процедуру Флёри. Все вершины пред-

фрактального графа инцидентны какому-либо ребру подграф-затравки . 

Выделение эйлерова цикла на подграф-затравке  означает выделение 

всех ее вершин. 

)(L
sz

)(L
sz

)(L
sz

Выделим на подграф-затравке L-ого ранга  эйлеров цикл . В ре-

зультате цикл  покрыл n вершин. Далее выделим на второй затравке L-ого 

ранга  эйлеров цикл , который покрывает еще n вершин. Это покрытие 

)(
1

Lz 1C

1C

)(
2
Lz 2C
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никак не повлияло на , так как затравки  и  являются отдельными, 

не связанными между собой подграфами. 

1C )(
1

Lz )(
2
Lz

Тогда, после выделения эйлерова цикла  на последней затравке 

, будет покрыто 

1−LnC

)(
1

L
nLz −

LL nnn =⋅−1  вершин. Получим, что покрыто все множе-

ство вершин предфрактального графа . ◄ LG

ТЕОРЕМА 2. Вычислительная сложность алгоритма 1α  на предфрак-

тальном -графе ),( Ln ),( LLL EVG = , порожденного затравкой ),( QWH = , 

где L
L nNV == , равна . )(NnO

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Алгоритм 1α  представляет собой, по существу, мно-

гократное выполнение шага 1, т.е. поиск эйлерова цикла для каждой под-

граф-затравки , а их )(L
sz 1−Ln . Шаг 1 потребует выполнения  операций 

на каждой подграф-затравке – столько операций выполняет алгоритм Флёри.  

)( 2nO

Тогда . Таким образом, вычислительная 

сложность алгоритма 

)()()( 21 NnOnnOnnO LL ==−

1α  равна . ◄ )(NnO

ТЕОРЕМА 3. Алгоритм 1α  выделяет покрытие  на пред-

фрактальном -графе 

),(
11 xL EVx =

),( Ln ),( LLL EVG = , порожденном затравкой 

),( QWH = , оптимальное по третьему  критерию, и оцениваемое по 

первому 

)( 13 хF

2
)(

2
1

11
1

L
L

L
L bnхFan −− ≤≤ θθ ,  второму 

2
)( 12

LnxF ≤ , четвертому 

 и пятому nхF ≤)( 14 nхF =)( 15 . 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Доказательством оптимальности по третьему  

критерию служит теорема 1. Поскольку покрытие  состоит из L-ранговых 

циклов, тогда каждая компонента включает в себя ребра только L-го ранга, и 

тип компоненты , 

)( 13 хF

1x

mC Mm ,...,2,1=  равняется единице, то есть третий крите-

рий . Пятый критерий  минимизирует число вершин компо-1)( 13 =хF )( 15 xF
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ненты . Каждая компонента , mC mC Mm ,...,2,1=  представляет собой эйлеров 

цикл подграф-затравки, тогда пятый критерий nхF =)( 15 . 

Критерий  минимизирует число компонент в покрытии . Чис-

ло компонент равняется числу подграф-затравок L-го ранга , а их 

)( 11 хF 1x

)(L
sz 1−Ln . 

Тогда первый критерий оценивается как 1
11 )( −= LnxF . 

Критерий  минимизирует удельный вес покрытия , равный 

суммарному весу покрытия, поделенному на число компонент в покрытии. В 

соответствии с правилами взвешивания предфрактального графа каждому его 

ребру  приписано действительное число 

)( 12 хF 1x

L
l Ee ∈)( ),()( 11)( baew lll −−∈ θθ , где 

Ll ,1=  − ранг ребра, , и 0>a
b
a

<θ . В покрытие  входят только ребра -го 

ранга , веса которых находятся в промежутке 

1x L

)(Le ),()( 11)( baew LLL −−∈ θθ . В 

худшем случае, когда затравка – полный граф, общее число ребер в данном 

покрытии равняется 121 +− =⋅ LL nnn . Тогда оценка по второму критерию сле-

дующая 1

11

121

11
)(

−

−+

−

−+ ⋅
≤≤

⋅
L

LL

L

LL

n
bnхF

n
an θθ  или bnхFan LL 12

12
12 )( −− ≤≤ θθ . 

Четвертый критерий  минимизирует степень компоненты  в 

покрытии 

)( 14 xF mC

x . Каждая компонента , mC Mm ,...,2,1=  представляет собой эйле-

ров цикл подграф-затравки L-го ранга . В худшем случае, если затравка )(L
sz

),( QWH =  – полный граф, четвертый критерий nхF ≤)( 14 . ◄ 

2. Алгоритм 2α  выделения эйлерова цикла 

Рассмотрим взвешенный предфрактальный граф , порож-

денный затравкой 

),( LLL EVG =

),( QWH = , nW = , qQ = , смежность старых ребер кото-

рого сохраняется. 
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ТЕОРЕМА 4. Связный неориентированный граф  содержит эйлеров 

цикл тогда и только тогда, когда число вершин нечетной степени равно . 

G

0

Смысл ее таков, что если в графе G  все вершины четной степени, то-

гда можно выделить эйлеров цикл. 

ТЕОРЕМА 5. Для того чтобы предфрактальный -граф 

, смежность старых ребер которого сохраняется, порожден-

ный затравкой 

),( Ln

),( LLL EVG =

),( QWH = , содержал эйлеров цикл, достаточно существо-

вания эйлерова цикла  на самой затравке ),( MM QWH = ),( QWH = . 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Для того чтобы на предфрактальном графе сущест-

вовал эйлеров цикл, необходимо и достаточно выполнение условия теоремы 

4, то есть четности степеней всех его вершин. 

Рассмотрим процесс порождения предфрактального графа . Граф  

представляет собой затравку 

LG 1G

),( QWH = , в которой все вершины имеют чет-

ную степень, по условию теоремы. На следующем шаге каждая вершина за-

мещается затравкой ),( QWH = , и получается граф . Смежность старых 

ребер сохраняется, это означает по сути, что затравка присоединяется к вер-

шинам графа  одной из своих вершин. К общей вершине добавляются реб-

ра затравки, а их четное число, тогда получаем, что к четному числу старых 

ребер добавляется четное число новых ребер. То есть степень общих вершин 

графа  – тоже четное число. Остальные "новые" вершины будут инци-

дентны только своим ребрам, то есть степень вершин не изменится и оста-

нется четной. Получаем, что степень всех вершин графа – четное число. 

2G

1G

2G

2G

На следующем шаге заменяются все вершины  затравками 2G

),( QWH = , или по-другому, ко всем вершинам присоединяются затравки 

),( QWH =  и получается граф . Также как и на предыдущем шаге к общим 

вершинам прибавляется четное число ребер, поскольку вершины затравки 

имеют четные степени. А новые вершины остаются четными, так как к ним 

3G
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не присоединяются другие ребра. Таким образом, получаем, что степень всех 

вершин графа  – также четное число. 3G

Продолжая процесс порождения предфрактального графа, на шаге  

вершины графа  замещаются затравками. Полученный предфрактальный 

граф  также будет содержать в себе вершины только четной степени, в 

силу приведенных ранее рассуждений. 

L

1−LG

LG

Таким образом, если в предфрактальном графе  смеж-

ность старых ребер сохраняется, а порождающая затравка содержит эйлеров 

цикл, тогда предфрактальный граф также содержит эйлеров цикл. ◄ 

),( LLL EVG =

Предположим, что выполняется условие теоремы 4, и алгоритм 2α  за-

ведомо выделит эйлеров цикл на предфрактальном графе . LG

Алгоритм 2α  основан на алгоритме выделения эйлерова цикла, пред-

ложенном Флёри. На вход алгоритма Флёри подается произвольный взве-

шенный граф, а на выходе получается эйлеров цикл. Далее алгоритм Флёри 

будет использоваться как процедура. 

Алгоритм 2α  

Опишем принцип работы алгоритма 2α .  

Каждая подграф-затравка , )(l
sz Ll ,1= , 1,1 −= lns  рассматривается как 

отдельно взятый граф. Последовательно на каждой подграф-затравке  вы-

деляются эйлеровы циклы , 

)(l
sz

mC
1
1,..,1

−
−

=
n

nm
L

. Поиск эйлерова цикла на от-

дельно взятой подграф-затравке осуществляется с помощью алгоритма Флё-

ри, который используется в алгоритме 2α  в качестве процедуры. Результатом 

работы алгоритма является эйлеров цикл предфрактального графа .  LG
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АЛГОРИТМ 2α  

ВХОД: взвешенный предфрактальный граф ),( LLL EVG = . 

ВЫХОД: эйлеров цикл ),( CL EVC = . 

ШАГ 1. Последовательно для каждой затравки , )(l
sz Ll ,1= , 1,1 −= lns  

найти эйлеров цикл , mC
1
1,..,1

−
−

=
n

nm
L

, используя процедуру Флёри.  

ШАГ 2. На выходе шага 1 получаем 
1
1

−
−

n
nL

 эйлеровых циклов , для 

каждой затравки . Объединяя эйлеровы циклы , получим эйлеров цикл 

 предфрактального графа  . 

mC

)(l
sz mC

),( CL EVC = LG

ПРОЦЕДУРА ФЛЁРИ. 

ВХОД: взвешенный граф ),( EVG = . 

ВЫХОД: эйлеров цикл ),( СEVС = .◄ 

ТЕОРЕМА 6. Алгоритм 2α  выделяет эйлеров цикл  на 

предфрактальном -графе 

),( CL EVC =

),( Ln ),( LLL EVG = , порожденном затравкой 

),( QWH = , nW = , qQ = . 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Алгоритм 2α  на предфрактальном графе  выделя-

ет множество эйлеровых циклов , 

LG

)},({ )(
)()(

l
sC

l
s

l
s EVC = Ll ,1= , 1,1 −= lns .  

Предфрактальный граф  представляет собой затравку 1G ),( QWH = . В 

соответствии с предположением, затравка содержит эйлеров цикл, то есть на 

графе  можно выделить эйлеров цикл. Используя процедуру Флёри, нахо-

дим эйлеров цикл  на графе . Граф  получается путем присоедине-

ния к вершинам графа  затравок 

1G

)1(
1C 1G 2G

1G ),( QWH = , поскольку смежность старых 

ребер сохраняется, или по-другому, замещением вершин затравками. При-

соединим к одной из вершин  затравку, т.е. будем рассматривать две под-1G
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граф-затравки  и . С помощью процедуры Флёри на подграф-затравке 

 выделяем эйлеров цикл . Эти две подграф-затравки  и  со-

единены через одну вершину. Рассмотрим далее следующий цикл. Движение 

начинается с вершины, соединяющей две затравки, выделяются все ребра на 

подграф-затравке  по циклу , после выделения последнего ребра ал-

горитм останавливается на начальной вершине. Так как эта вершина общая 

для обоих подграф-затравок  и , то продолжаем выделять ребра по 

циклу  и возвращаемся к начальной вершине. Выделенными оказались 

все ребра подграф-затравок  и , причем по одному разу. То есть выде-

лен эйлеров цикл. 

)1(
1z

)2(
1z

)2(
1z )2(

1C )1(
1z

)2(
1z

)1(
1z

)1(
1C

)1(
1z

)2(
1z

)2(
1C

)1(
1z

)2(
1z

Теперь рассмотрим случай, когда замещаются две вершины графа . 

На двух подграф-затравках  и  выделяются эйлеровы циклы  и 

. Движение начинается с общей вершины графа  и подграф-затравки 

. Выделяется цикл на подграф-затравке , алгоритм возвращается к 

исходной вершине, далее выделяются ребра на графе  (подграф-затравке 

) по циклу , до тех пор пока не достигнута вторая общая вершина, то 

есть пока путь не дошел до подграф-затравки . Сначала выделяется эйле-

ров цикл  на ней, а затем продолжается выделение цикла . Алгоритм 

останавливается на первой общей вершине. Выделенными оказались все реб-

ра подграф-затравок )1 , )2  )2(
2 , причем по одному разу. То есть 

выделен эйлеров ци

1G

)2(
1z )2(

2z )2(
1C

)2(
2C 1G

)2(
1z )2(

1z

1G

)1(
1z

)1(
1C

)2(
2z

)2(
2C )1(

1C

(
1z

(
1z и z

кл. 

Рассмотрим далее случай, когда замещаются все вершины графа  за-

травками и получается граф . На подграф-затравках  выделяются эй-

1G

2G )2(
sz
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леровы циклы , )2(
sC ns ,1= . Используя приведенные ранее рассуждения, про-

ходя по ребрам  по циклу , выделяем последовательно циклы  на 

подграф-затравках . Выделенными оказались все ребра подграф-затравок 

 и , 

)1(
1z

)1(
1C )2(

sC

)2(
sz

)1(
1z

)2(
sz ns ,1= , причем по одному разу. То есть выделен эйлеров цикл  

предфрактального графа . 

2C

2G

На следующем шаге замещаем все вершины графа  затравками 2G

),( QWH =  и получается граф . На подграф-затравках второго и третьего 

ранга и  выделяются эйлеровы циклы , 

3G

)2(
1s

z )3(
2sz )2(

1s
C ns ,11 =  и , )3(

2sC 2
2 ,1 ns = . 

Проходя по ребрам  по циклу , выделяем последовательно циклы 

 на подграф-затравках , при этом когда алгоритм доходит до затра-

вок третьего ранга , на них также выделяются циклы . Выделенными 

оказались все ребра подграф-затравок , и , 

)1(
1z

)1(
1C

)2(
1s

C )2(
1s

z

)3(
2sz )3(

2sC

)1(
1z

)2(
1s

z )3(
2sz ns ,11 = , 2

2 ,1 ns = , 

причем по одному разу. То есть выделен эйлеров цикл  предфрактального 

графа . 

3C

3G

Продолжая процесс замещения вершин затравками, получаем пред-

фрактальные графы . Для которых находим эйлеровы циклы, 

используя приведенные ранее рассуждения. Алгоритм выделения эйлерова 

цикла на предфрактальном графе  является рекуррентным.  

LGGG ,...,, 54

LG

На шаге  все вершины графа  замещаются затравками 1−L 1−LG

),( QWH = , в результате чего получается граф . На подграф-затравках  

выделяются эйлеровы циклы , 

LG )(l
sz

)(l
sC Ll ,1= , 1,1 −= lns . Алгоритм начинает 

свою работу с одной из вершин инцидентных самому старому ребру первого 

ранга. Проходя по ребрам  по циклу , выделяются циклы на подграф- )1(
1z

)1(
1C
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затравках , последовательно от ранга )(l
sz 2=l  до Ll =  (рис.1). То есть, если 

алгоритм встречает ребро большего ранга, по сравнению с текущем ребром, 

тогда он переходит на подграф-затравку большего ранга, и выделяет там 

цикл. Выделив цикл на подграф-затравке самого большего ранга, алгоритм 

возвращается на предыдущую подграф-затравку. 

 
Рис. 1. Выделение эйлерова цикла на предфрактальном графе. 

1 

2 

3 
4 

5 
6 

7 
8 

9 

10 14

12
1311

17

15
16

18

19
20

21
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Таким образом, алгоритм 2α  выделяет на предфрактальном графе  

множество эйлеровых циклов , 

LG

)(l
sC Ll ,1= , 1,1 −= lns , которые в сумме дают 

эйлеров цикл всего предфрактального графа. ◄ 

ТЕОРЕМА 7. Вычислительная сложность алгоритма 2α  на предфрак-

тальном ),( Ln -графе ),( LLL EVG = , порожденного затравкой ),( QWH = , 

где L
L nNV == , равна . )( 2NnO

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Алгоритм 2α  представляет собой, по существу, мно-

гократное выполнение шага 1, т.е. поиск эйлерова цикла для каждой под-

граф-затравки , а их )(l
sz

1
1

−
−

n
nL

. Шаг 1 потребует выполнения  опера-

ций на каждой подграф-затравке – столько операций выполняет процедура 

Флёри.  

)( 2nO

Тогда )()(
11

)
1
1( 222

2
22 NnOnnOn

n
nn

n
nn

n
nO LL

LLL
==≤

−
=

−
≤

−
− +

+
. Таким 

образом, вычислительная сложность алгоритма 2α  равна . ◄ )( 2NnO

ПРИМЕЧАНИЕ 1. Сравнив вычислительную сложность алгоритма Флё-

ри с вычислительной сложностью алгоритма 2α  на предфрактальном гра-

фе , получим: . Вычислительная сложность алгоритма LG )()( 22 NnONO >

2α  меньше вычислительной сложности алгоритма Флёри в  раз. 2−Ln

ТЕОРЕМА 8. Алгоритм 2α  выделяет покрытие  на пред-

фрактальном 

),(
22 xL EVx =

),( Ln -графе ),( LLL EVG = , порожденном затравкой 

),( QWH = , оптимальное по первому  критерию, и оцениваемое по 

второму 

)( 21 хF

1
1)(

2
)1()(

1
1)(

2
)1(

22 −
−

⋅
−

≤≤
−
−

⋅
−

θ
θ

θ
θ

n
nnbnхF

n
nnan LL

, третьему 

, четвертому LхF =)( 23 2
)1()( 24

−
≤

nLnxF  и пятому . NxF =)( 25
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ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Доказательством оптимальности по первому  

критерию служит теорема 6. Критерий )  минимизирует число компо-

нент в покрытии . На выходе алгоритма 

)( 21 хF

( 21 хF

2x 2α  получаем эйлеров цикл пред-

фрактального графа , то есть в покрытии  присутствует только одна 

компонента, что означает 

LG 2x

1)( 21 =хF  – критерий достигает своего минималь-

но возможного значения.  

Критерий  минимизирует удельный вес покрытия , равный 

суммарному весу покрытия, поделенному на число компонент в покрытии. В 

соответствии с правилами взвешивания предфрактального графа, каждому 

его ребру  приписано действительное число 

)( 22 хF 2x

L
l Ee ∈)( ),()( 11)( baew lll −−∈ θθ , 

где Ll ,1=  − ранг ребра, , и 0>a
b
a

<θ . Покрытие  состоит из одной ком-

поненты, в которую входят все ребра предфрактального графа . Рассмот-

рим худший случай, когда затравка – полный граф. Тогда оценка по второму 

критерию следующая: 

2x

LG

∑∑
=

−

=

− −
≤≤

− L

l

ll
L

l

ll bnnnхFannn
1

1
22

1

1

2
)1()(

2
)1( θθ  или 

1
1)(

2
)1()(

1
1)(

2
)1(

22 −
−

⋅
−

≤≤
−
−

⋅
−

θ
θ

θ
θ

n
nnbnхF

n
nnan LL

. 

Критерий )  минимизирует типы компонент в покрытии. По-

скольку покрытие  состоит из одного эйлерова цикла, который включает в 

себя ребра всех L рангов, то тип единственной компоненты  равняется 

( 23 хF

2x

1C L , 

то есть третий критерий LхF =)( 23 .  

Четвертый критерий  минимизирует степень компонент в по-

крытии. Для оценки четвертого критерия предположим наихудший случай, 

когда порождающая затравка )

)( 24 xF

,( QWH = , nW = . Поскольку смежность ста-

рых ребер сохраняется, то на каждом шаге Ll ,1=  к самой старой вершине 
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будет добавляться по 
2

)1( −nn  ребер. Тогда оценка по четвертому критерию 

2
)1()( 24

−
≤

nLnxF . 

Поскольку в покрытии одна единственная компонента, представляю-

щая эйлеров цикл, тогда в эту компоненту входят все вершины предфрак-

тального графа , а критерий оценивается .◄ LG LnNxF ==)( 25

ТЕОРЕМА 9. Алгоритм 2α  выделяет покрытие  на фрак-

тальном 

),(
22 xL EVx =

),( Ln -графе ),( EVG = , порожденном затравкой ),( QWH = , оце-

ниваемое по второму критерию 

θθ n
nbnхF

n
nan

−
⋅

−
≤≤

−
⋅

−
1

1
2

)1()(
1

1
2

)1(
22 . 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. В случае если коэффициент подобия 
n
1

<θ , критерий 

 оценивается следующим образом. При )( 22 хF ∞→L , 
θθ

θ
nn

n L

−
→

−
−

1
1

1
1)( , то 

есть 
θθ n

nbnхF
n

nan
−

⋅
−

≤≤
−

⋅
−

1
1

2
)1()(

1
1

2
)1(

22 . 

 

3. Алгоритм 3α  выделения i -смешанных циклов 

Рассмотрим взвешенный предфрактальный граф , порож-

денный затравкой 

),( LLL EVG =

),( QWH = , nW = , qQ = , смежность старых ребер кото-

рого сохраняется. 

Предположим, что на затравке ),( QWH =  существует эйлеров цикл. 

Алгоритм 3α  основан на алгоритме выделения эйлерова цикла, пред-

ложенном Флёри.  На вход алгоритма Флёри подается произвольный взве-
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шенный граф, а на выходе получается эйлеров цикл. Далее алгоритм Флёри 

будет использоваться как процедура. 

Алгоритм 3α  

Опишем принцип работы алгоритма 3α .  

Алгоритм 3α  выделяет -смешанный цикл, тип которого равняется i

],...,1[ Li∈ . 

Подграф-затравки , )()1()( ,...,,
21

iL
s

L
s

L
s i

zzz −− 1
1 ,1 −= Lns , 2

2 ,1 −= Lns ,…, 

iL
i ns −−= 1,1  рассматриваются как отдельно взятые графы. Последовательно 

на каждой подграф-затравке выделяются эйлеровы циклы . Поиск эйлеро-

ва цикла на отдельно взятой подграф-затравке осуществляется с помощью 

алгоритма Флёри, который используется в алгоритме 

sC

3α  в качестве процеду-

ры. Результатом работы алгоритма является покрытие -смешанными цикла-

ми предфрактального графа .  

i

LG

АЛГОРИТМ 3α  

ВХОД: взвешенный предфрактальный граф ),( LLL EVG = . 

ВЫХОД: . ),( CL EVC =

ШАГ 1. Последовательно для каждой затравки , )1()1()( ,...,,
21

+−− iL
s

L
s

L
s i

zzz

1
1 ,1 −= Lns , 2

2 ,1 −= Lns ,…, iL
i ns −= ,1  найти эйлеров цикл , используя про-

цедуру Флёри.  

sC

ШАГ 2. На выходе шага 1 получаем iLn −  -смешанных циклов, для ка-

ждой затравки . Объединяя эти циклы, получим покры-

тие i -смешанными циклами предфрактального графа  . 

i
)1()1()( ,...,,

21

+−− iL
s

L
s

L
s i

zzz

LG

ПРОЦЕДУРА ФЛЁРИ. 

ВХОД: взвешенный граф ),( EVG = . 
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ВЫХОД: эйлеров цикл ),( СEVС = .◄ 

ТЕОРЕМА 10. Алгоритм 3α  строит покрытие -смешанными циклами 

предфрактального 

i

),( Ln -графа ),( LLL EVG = , порожденного затравкой 

),( QWH = , nW = , qQ = . 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО.  

Для случая 1 алгоритм =i 3α  является частным случаем алгоритма 1α . 

Алгоритм выделяет последовательно на каждой подграф-затравке L-го ранга 

, )(L
sz 1,1 −= Lns  эйлеров цикл, используя процедуру Флёри. В соответствии с 

теоремой 1 алгоритм 3α  строит покрытие L -ранговыми циклами. 

Когда 2 , алгоритм выделяет последовательно на каждой подграф-

затравке L-го и )

=i

1( −L -го ранга  и  эйлеровы циклы  и , )(
1

L
sz )1(

2

−L
sz )(

1

L
sC )1(

2

−L
sC

1
1 ,1 −= Lns , 2

2 ,1 −= Lns . 

Так как смежность старых ребер сохраняется, циклы  и  об-

разуют  связных компонент. Пользуясь рассуждениями теоремы 3.6, по-

лучаем, что на шаге )

)(
1

L
sC )1(

2

−L
sC

2−Ln

1( −L  замещения вершин затравками, новые затравки 

присоединяются к вершинам подграф-затравок . В теореме 6. доказано, 

что в результате такого присоединения цик )(
1

L
sC  к циклам )1(

2

−L
sC  

образуются также циклы. А поскольку вновь созданные циклы состоят из 

ребер )1(

)1(
2

−L
sz

лов 

L-го и −L -го рангов  то они являются 2-смешанными циклами , ,  i
sC ′

2,1 −=′ Lns . 

Таким образом, в случае 1−= Li  алгоритм выделяет последовательно 

на каждой подграф-затравке 2,..,1, −LL  ранга  эйлеровы 

циклы , где 

)2()1()(
121

,...,,
−

−
Ls

L
s

L
s zzz

)2()1()(
121

,...,,
−

−
Ls

L
s

L
s CCC 1

1 ,1 −= Lns , 2
2 ,1 −= Lns ,…, nsL ,11 =− . Так как 
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смежность старых ребер сохраняется, циклы  образуют  

связных компонент, которые являются )

)2()1()(
121

,...,,
−

−
Ls

L
s

L
s CCC n

1( −L -смешанными циклами , i
sC ′′

ns ,1=′′ . 

Случай Li =  представляет собой алгоритм 2α , когда последовательно 

для каждой затравки , )(l
sz Ll ,1= , 1,1 −= lns  выделяется эйлеров цикл , mC

1
1,..,1

−
−

=
n

nm
L

. Полученный эйлеров цикл предфрактального графа  явля-

ется также 

LG

L -смешанным циклом .◄ iC1

ТЕОРЕМА 11. Алгоритм 3α  выделяет покрытие  на пред-

фрактальном 

),(
33 xL EVx =

),( Ln -графе ),( LLL EVG = , порожденном затравкой 

),( QWH = , оцениваемое по первому критерию , по второму iLnхF −=)( 31

∑∑
+−=

−

+−=

− −
≤≤

− L

iLl

ll
L

iLl

ll bnnnхFannn
1

1
32

1

1

2
)1()(

2
)1( θθ , третьему iхF =)( 33 , чет-

вертому 
2

)1()( 34
−

≤
ninxF  и пятому . inxF =)( 35

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Критерий )  минимизирует число компонент в 

покрытии . В теореме 10 показано, что для каждого 

( 31 хF

3x Li ,...1=  алгоритм вы-

деляет определенное число связных компонент, то есть первый критерий 

оценивается как iLnхF −=)( 31 . 

Критерий  минимизирует удельный вес покрытия , равный 

суммарному весу покрытия, поделенному на число компонент в покрытии. В 

соответствии с правилами взвешивания предфрактального графа каждому его 

ребру  приписано действительное число 

)( 32 хF 3x

L
l Ee ∈)( ),()( 11)( baew lll −−∈ θθ , где 

Ll ,1=  − ранг ребра, , и 0>a
b
a

<θ . Покрытие  состоит из  компонент, 

в которые входят ребра 1

3x iLn −

,..,1, +−− iLLL  рангов предфрактального графа . LG
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Рассмотрим худший случай, когда затравка – полный граф. Тогда оценка по 

второму критерию следующая: 

∑∑
+−=

−

+−=

− −
≤≤

− L

iLl

ll
L

iLl

ll bnnnхFannn
1

1
32

1

1

2
)1()(

2
)1( θθ . 

Критерий  минимизирует типы компонент в покрытии. По-

скольку покрытие  состоит из -смешанных циклов, то тип всех 

)( 33 хF

3x i iLn −  ком-

понент равняется i , то есть третий критерий iхF =)( 33 .  

Четвертый критерий  минимизирует степень компонент в по-

крытии. Для оценки четвертого критерия предположим наихудший случай, 

когда порождающая затравка )

)( 34 xF

,( QWH = , nW =  – полный граф. Поскольку 

смежность старых ребер сохраняется, то на каждом шаге LiLl ,1+−=  к са-

мой старой вершине будет добавляться по 
2

)1( −nn  ребер. Тогда оценка по 

четвертому критерию 
2

)1()( 34
−

≤
ninxF . 

Пятый критерий минимизирует число вершин компоненты , 

. В случае 1 покрытие состоит из 

mC

iLnm −= =i 1−Ln  компонент, которые пред-

ставляют подграф затравки L -го ранга , )(L
sz 1,1 −= Lns , то есть число вершин 

компоненты равно числу вершин затравки . В случае 2  покрытие состо-

ит из  компонент, которые представляют подграф затравки 

n =i
2−Ln )1( −L -го 

ранга  и присоединенные к ним соответствующие затравки )1(
2

−L
sz L -го ранга 

, то есть число вершин компонент равно . Если )(
1

L
sz 2n Li =  алгоритм 3α  

представляет собой частный случай алгоритма 2α , и число вершин компо-

ненты равно . Таким образом, для произвольного  число вершин компо-

ненты оценивается следующим образом –  .◄ 

Ln i
inxF =)( 35
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4. Алгоритм 4α  выделения эйлерова подграфа 

Рассмотрим взвешенный предфрактальный граф , порож-

денный затравкой 

),( LLL EVG =

),( QWH = , nW = , qQ = , смежность старых ребер кото-

рого сохраняется. 

Предположим, что на затравке ),( QWH =  не существует эйлерова 

цикла, но можно выделить эйлеров подграф ),( QWH ′=′ , включающий все 

вершины затравки.  

Алгоритм 4α  использует процедуру выделения эйлерова подграфа ука-

занного типа. На вход процедуры подается произвольный взвешенный граф, 

а на выходе получается эйлеров подграф. 

Алгоритм 4α  

Опишем принцип работы алгоритма 4α .  

Каждая подграф-затравка , )(l
sz Ll ,1= , 1,1 −= lns  рассматривается как 

отдельно взятый граф. Последовательно на каждой подграф-затравке  вы-

деляются эйлеровы подграфы , 

)(l
sz

mC
1
1,..,1

−
−

=
n

nm
L

. Поиск эйлерова подграфа 

на отдельно взятой подграф-затравке осуществляется с помощью алгоритма 

выделения эйлерова подграфа (ВЭП), который используется в алгоритме 4α  

в качестве процедуры. Результатом работы алгоритма является эйлеров под-

граф предфрактального графа .  LG

АЛГОРИТМ 4α  

ВХОД: взвешенный предфрактальный граф ),( LLL EVG = . 

ВЫХОД: эйлеров подграф ),( CL EVC = . 

 20



ШАГ 1. Последовательно для каждой затравки , )(l
sz Ll ,1= , 1,1 −= lns  

найти эйлеров подграф , mC
1
1,..,1

−
−

=
n

nm
L

, используя процедуру ВЭП.  

ШАГ 2. На выходе шага 1 получаем 
1
1

−
−

n
nL

 эйлеровых подграфов , 

для каждой затравки . Объединяя эйлеровы подграфы  получим эйле-

ров подграф )

mC

)(l
sz mC

,( CL EVC =  предфрактального графа  . LG

ПРОЦЕДУРА ВЭП. 

ВХОД: взвешенный граф ),( EVG = . 

ВЫХОД: эйлеров подграф ),( СEVС = .◄ 

ТЕОРЕМА 12. Алгоритм 4α  выделяет эйлеров подграф  на 

предфрактальном 

),( CL EVC =

),( Ln -графе ),( LLL EVG = , порожденном затравкой 

),( QWH = , nW = , qQ = . 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Доказательство является конструктивным и прово-

дится аналогично теореме 3.6.  

Алгоритм 4α  на предфрактальном графе  выделяет множество эй-

леровых подграфов , 

LG

)},({ )(
)()(

l
sC

l
s

l
s EVC = Ll ,1= , 1,1 −= lns .  

Предфрактальный граф  представляет собой затравку 1G ),( QWH = . В 

соответствии с предположением, затравка содержит эйлеров подграф, вклю-

чающий все вершины, то есть на графе  можно выделить эйлеров подграф 

данного типа. Используя процедуру ВЭП, выделяется эйлеров подграф  

на графе . Граф  получается путем присоединения к вершинам графа 

 затравок )

1G

)1(
1C

1G 2G

1G ,( QWH = , поскольку смежность старых ребер сохраняется. 

Присоединим к одной из вершин  затравку, т.е. будем рассматривать две 

подграф-затравки  и . С помощью процедуры ВЭП на подграф-

1G

)1(
1z )2(

1z
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затравке  выделяем эйлеров цикл . Эти две подграф-затравки  и 

 соединены через одну вершину. Рассмотрим далее следующий цикл. 

Движение начинается с вершины, соединяющей две затравки, выделяются 

ребра на подграф-затравке  по циклу , после выделения последнего 

ребра алгоритм останавливается на начальной вершине. Так как эта вершина 

общая для обеих подграф-затравок  и , то продолжаем выделять ребра 

по циклу  и возвращаемся к начальной вершине. Выделенная структура 

является циклом, то есть выделен эйлеров подграф. 

)2(
1z )2(

1C )1(
1z

)2(
1z

)1(
1z )1(

1C

)1(
1z )2(

1z

)2(
1C

Теперь рассмотрим случай, когда замещаются две вершины графа . 

На двух подграф-затравках  и  выделяются эйлеровы подграфы  

и . Движение начинается с общей вершины графа  и подграф-затравки 

. Выделяется эйлеров подграф на подграф-затравке , алгоритм воз-

вращается к исходной вершине, далее выделяются ребра на графе  (под-

граф-затравке ) по циклу , до тех пор пока не достигнута вторая об-

щая вершина, то есть пока путь не дошел до подграф-затравки . Сначала 

выделяется эйлеров подграф  на ней, а затем продолжается выделение 

цикла . Алгоритм останавливается на первой общей вершине. Выделен-

ная структура является циклом, то есть выделен эйлеров подграф.  

1G

)2(
1z )2(

2z )2(
1C

)2(
2C 1G

)2(
1z )2(

1z

1G

)1(
1z )1(

1C

)2(
2z

)2(
2C

)1(
1C

Рассмотрим далее случай, когда замещаются все вершины графа  за-

травками и получается граф . На подграф-затравках  выделяются эй-

леровы подграфы , 

1G

2G )2(
sz

)2(
sC ns ,1= . Используя приведенные ранее рассуждения, 

проходя по ребрам  по циклу , выделяем последовательно циклы  )1(
1z )1(

1C )2(
sC
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на подграф-затравках . Выделенная структура является циклом, то есть 

выделен эйлеров подграф  предфрактального графа . 

)2(
sz

2C 2G

На следующем шаге замещаем все вершины графа  затравками 2G

),( QWH =  и получается граф . На подграф-затравках второго и третьего 

ранга и  выделяются эйлеровы подграфы , 

3G

)2(
1s

z )3(
2sz )2(

1s
C ns ,11 =  и , )3(

2sC

2
2 ,1 ns = . Проходя по ребрам  по циклу , выделяем последовательно 

циклы  на подграф-затравках , при этом когда алгоритм доходит до 

затравок третьего ранга , на них также выделяются циклы . Выделен-

ными оказались часть ребер и все вершины подграф-затравок , и , 

)1(
1z )1(

1C

)2(
1s

C )2(
1s

z

)3(
2sz )3(

2sC

)1(
1z )2(

1s
z )3(

2sz

ns ,11 = , 2
2 ,1 ns = , причем по одному разу. То есть выделен эйлеров подграф 

 предфрактального графа . 3C 3G

Продолжая процесс замещения вершин затравками, получаем пред-

фрактальные графы , для которых находим эйлеровы подграфы, 

используя приведенные ранее рассуждения. Алгоритм выделения эйлерова 

подграфа на предфрактальном графе  является рекуррентным.  

LGGG ,...,, 54

LG

На шаге 1−L  все вершины графа  замещаются затравками 1−LG

),( QWH = , в результате чего получается граф . На подграф-затравках 

 выделяются эйлеровы подграфы , 

LG

)(l
sz )(l

sC Ll ,1= , 1,1 −= lns . Алгоритм начи-

нает свою работу с одной из вершин, инцидентных самому старому ребру 

первого ранга. Проходя по ребрам   цикла , выделяются циклы на 

подграф-затравках , последовательно от ранга 2

)1(
1z )1(

1C

)(l
sz =l  до Ll =  (рис.1). То 

есть, если алгоритм встречает ребро большего ранга, по сравнению с теку-

щем ребром,  он переходит на подграф-затравку большего ранга, и выделяет 

 23



там эйлеров подграф. Выделив эйлеров подграф на подграф-затравке самого 

большего ранга, алгоритм возвращается на предыдущую подграф-затравку. 

Таким образом, алгоритм 4α  выделяет на предфрактальном графе  

множество эйлеровых подграфов , 

LG

)(l
sC Ll ,1= , 1,1 −= lns , которые в сумме 

дают эйлеров подграф всего предфрактального графа. ◄ 

ТЕОРЕМА 13. Вычислительная сложность алгоритма 2α  на пред-

фрактальном ),( Ln -графе ),( LLL EVG = , порожденного затравкой 

),( QWH = , где L
L nNV == , равна . )( 2NnO

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Алгоритм 2α  представляет собой, по существу мно-

гократное выполнение шага 1, т.е. поиск эйлерова цикла для каждой под-

граф-затравки , а их )(l
sz

1
1

−
−

n
nL

. Шаг 1 потребует выполнения )  опера-

ций на каждой подграф-затравке – столько операций выполняет процедура 

Флёри.  

( 2nO

Тогда )()(
11

)
1
1( 222

2
22 NnOnnOn

n
nn

n
nn

n
nO LL

LLL
==≤

−
=

−
≤

−
− +

+
. Таким 

образом, вычислительная сложность алгоритма 2α  равна . ◄ )( 2NnO

ТЕОРЕМА 14. Алгоритм 4α  выделяет покрытие  на 

предфрактальном 

),(
44 xL EVx =

),( Ln -графе ),( LLL EVG = , порожденном затравкой 

),( QWH = , оптимальное по первому  критерию, и оцениваемое по 

второму 

)( 41 хF

1
1)(

2
)1()(

1
1)(

2
)1(

42 −
−

⋅
−

≤≤
−
−

⋅
−

θ
θ

θ
θ

n
nnbnхF

n
nnan LL

, третьему 

, четвертому LхF =)( 43 2
)1()( 44

−
≤

nLnxF  и пятому . NxF =)( 45

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Доказательством оптимальности по первому  

критерию служит теорема 12. Критерий  минимизирует число компо-

нент в покрытии . На выходе алгоритма 

)( 41 хF

)( 41 хF

4x 4α  получаем эйлеров подграф 
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предфрактального графа , то есть в покрытии  присутствует только од-

на компонента, что означает 1

LG 4x

)( 41 =хF  – критерий достигает своего мини-

мально возможного значения.  

Критерий )  минимизирует удельный вес покрытия , равный 

суммарному весу покрытия, поделенному на число компонент в покрытии. В 

соответствии с правилами взвешивания предфрактального графа, каждому 

его ребру  приписано действительное число 

( 42 хF 4x

L
l Ee ∈)( ),()( 11)( baew lll −−∈ θθ , 

где Ll ,1=  − ранг ребра, , и 0>a
b
a

<θ . Покрытие  состоит из одной ком-

поненты, в которую входят ребра разных рангов предфрактального графа 

. Рассмотрим наихудший случай, когда затравка – полный граф и выде-

ляются все ребра. Тогда оценка по второму критерию следующая: 

4x

LG

∑∑
=

−

=

− −
≤≤

− L

l

ll
L

l

ll bnnnхFannn
1

1
42

1

1

2
)1()(

2
)1( θθ  или 

1
1)(

2
)1()(

1
1)(

2
)1(

42 −
−

⋅
−

≤≤
−
−

⋅
−

θ
θ

θ
θ

n
nnbnхF

n
nnan LL

. 

Критерий )  минимизирует типы компонент в покрытии. По-

скольку покрытие  состоит из одного эйлерова подграфа, включающего в 

себя ребра всех L рангов, то тип единственной компоненты  равняется 

( 43 хF

4x

1C L , 

то есть третий критерий LхF =)( 43 .  

Четвертый критерий  минимизирует степень компонент в по-

крытии. Для оценки четвертого критерия предположим наихудший случай, 

когда порождающая затравка )

)( 44 xF

,( QWH = , nW =  – полный граф. Поскольку 

смежность старых ребер сохраняется, то на каждом шаге Ll ,1=  к самой ста-
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рой вершине будет добавляться по 
2

)1( −nn  ребер. Тогда оценка по четверто-

му критерию 
2

)1()( 44
−

≤
nLnxF . 

Поскольку ранее было определено, что эйлеров подграф включает все 

вершины, а в покрытии одна единственная компонента, представляющая эй-

леров подграф, тогда в эту компоненту входят все вершины предфрактально-

го графа , а критерий оценивается .◄ LG LnNxF ==)( 45
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